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i

Líi cam �oan

Tæi xin cam �oan �¥y l  cæng tr¼nh nghi¶n cùu cõa tæi d÷îi sü h÷îng
d¨n cõa GS.TSKH H  Huy Kho¡i v  TS Vô Ho i An. C¡c k¸t qu£ vi¸t
chung vîi t¡c gi£ kh¡c �¢ �÷ñc sü nh§t tr½ cõa �çng t¡c gi£ khi �÷a v o
luªn ¡n. C¡c k¸t qu£ cõa luªn ¡n l  mîi v  ch÷a tøng �÷ñc cæng bè trong
b§t ký cæng tr¼nh khoa håc cõa ai kh¡c.

T¡c gi£

Ph¤m Ngåc Hoa



ii

Líi c£m ìn

Luªn ¡n �÷ñc thüc hi»n v  ho n th nh t¤i khoa To¡n thuëc tr÷íng
�¤i håc S÷ ph¤m - �¤i håc Th¡i Nguy¶n, d÷îi sü h÷îng d¨n tªn t¼nh v 
nghi¶m khc cõa GS. TSKH. H  Huy Kho¡i v  TS. Vô Ho i An. C¡c th¦y
�¢ truy·n cho t¡c gi£ ki¸n thùc, kinh nghi»m håc tªp v  sü say m¶ nghi¶n
cùu khoa håc. Vîi t§m láng tri ¥n s¥u sc, t¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn
ch¥n th nh v  s¥u sc nh§t �èi vîi hai th¦y.

T¡c gi£ xin c£m ìn Ban Gi¡m �èc �¤i håc Th¡i Nguy¶n, Ban � o t¤o
�¤i håc Th¡i Nguy¶n, Ban Gi¡m hi»u tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m- �¤i håc
Th¡i Nguy¶n, c¡c Pháng Ban chùc n«ng, Pháng � o t¤o, Ban chõ nhi»m
khoa To¡n còng to n thº gi¡o vi¶n trong khoa, �°c bi»t l  tê Gi£i t½ch �¢
t¤o måi �i·u ki»n thuªn lñi gióp �ï t¡c gi£ trong qu¡ tr¼nh håc tªp nghi¶n
cùu v  ho n th nh luªn ¡n.

T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn Ban Gi¡m hi»u tr÷íng Cao �¯ng H£i
D÷ìng, Pháng Ban chùc n«ng, Pháng � o t¤o, c¡c gi£ng vi¶n trong Khoa
Tü Nhi¶n �¢ t¤o måi �i·u ki»n thuªn lñi gióp �ï t¡c gi£ trong qu¡ tr¼nh
håc tªp nghi¶n cùu v  ho n th nh luªn ¡n.

T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn c¡c th¦y, cæ, b¤n b± trong c¡c Seminar
t¤i Bë mæn To¡n Gi£i t½ch v  To¡n ùng döng Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m-
�¤i håc Th¡i Nguy¶n, Tr÷íng �¤i håc Th«ng Long v  Tr÷íng Cao �¯ng
H£i D÷ìng �¢ luæn gióp �ï, �ëng vi¶n t¡c gi£ trong nghi¶n cùu khoa håc.

T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn tîi nhúng ng÷íi th¥n trong gia �¼nh,
�°c bi»t l  chçng còng hai con trai, nhúng ng÷íi �¢ chàu nhi·u khâ kh«n,
v§t v£ v  d nh h¸t t¼nh c£m y¶u th÷ìng, �ëng vi¶n, chia s´, kh½ch l» �º
t¡c gi£ ho n th nh �÷ñc luªn ¡n.

T¡c gi£

Ph¤m Ngåc Hoa
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Mð �¦u

1. Lþ do chån �· t i

�ành lþ cì b£n cõa lþ thuy¸t sè ph¡t biºu r¬ng måi sè nguy¶n n ≥ 2
�·u biºu di¹n duy nh§t d÷îi d¤ng t½ch c¡c sè nguy¶n tè câ d¤ng

n = pm1
1 ...pmk

k , vîi k ≥ 1,

ð �â c¡c thøa sè nguy¶n tè p1, ..., pk �æi mët ph¥n bi»t v  c¡c sè mô t÷ìng
ùng m1 ≥ 1, ...,mk ≥ 1 �÷ñc x¡c �ành mët c¡ch duy nh§t theo n. Ritt l 
ng÷íi �¦u ti¶n t÷ìng tü �ành lþ n y �èi vîi c¡c �a thùc.

�º mæ t£ k¸t qu£ cõa Ritt, ta k½ hi»uM(C) (t÷ìng ùng, A(C)) l  tªp
c¡c h m ph¥n h¼nh (nguy¶n) tr¶n C v  k½ hi»u L(C) l  tªp c¡c �a thùc bªc
1. �°t E , F l  c¡c tªp con kh¡c réng cõa M(C), khi �â mët h m ph¥n
h¼nh F (z) �÷ñc gåi l  khæng ph¥n t½ch �÷ñc tr¶n E× F n¸u b§t ký c¡ch
vi¸t th nh nh¥n tû F (z) = ϕ1 ◦ ϕ2(z) vîi ϕ1(z) ∈ E v  ϕ2(z) ∈ F �·u
k²o theo ho°c ϕ1 l  tuy¸n t½nh ho°c ϕ2 l  tuy¸n t½nh. N«m 1922, Ritt [46]
�¢ chùng minh �ành lþ sau.

�ành lþ A (�ành lþ thù nh§t cõa Ritt). Cho F l  tªp con kh¡c
réng cõa C[z] \ L(C). N¸u mët �a thùc F (z) câ hai c¡ch ph¥n t½ch kh¡c
nhau th nh c¡c �a thùc khæng ph¥n t½ch �÷ñc tr¶n F× F :

F = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ · · ·ϕr = ψ1 ◦ ψ2 ◦ · · ·ψs,
th¼ r = s, v  bªc cõa c¡c �a thùc ψi l  b¬ng vîi bªc cõa c¡c �a thùc ϕi
n¸u khæng t½nh �¸n thù tü xu§t hi»n cõa chóng.
Công trong [46], Ritt �¢ chùng minh �ành lþ sau.

�ành lþ B (�ành lþ thù hai cõa Ritt). Gi£ sû r¬ng ϕ, α, ψ, β ∈
C[x] \ C thäa m¢n

ϕ ◦ α = ψ ◦ β v  gcd(deg(ϕ); deg(ψ)) = gcd(deg(α); deg(β)) = 1.

Khi �â tçn t¤i c¡c h m tuy¸n t½nh lj ∈ C[x] sao cho (l1 ◦ ϕ ◦ l2, l−12 ◦ α ◦
l3, l1 ◦ ψ ◦ l2, l−14 ◦ β ◦ l3) câ mët trong c¡c d¤ng

(Fn, Fm, Fm, Fn) ho°c
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(xn, xsh(xn), xsh(x)n, xn),

ð �â m,n > 0 l  nguy¶n tè còng nhau, s > 0 l  nguy¶n tè còng nhau vîi
n, v  h ∈ C[x] \ xC[x], l−1j l  h m ng÷ñc cõa lj, Fn, Fm l  c¡c �a thùc
Chebychev.

Tø �â, theo h÷îng ti¸p cªn �¤i sè �¢ câ r§t nhi·u c¡c t¡c gi£ nghi¶n cùu
v· ph²p ph¥n t½ch c¡c �a thùc trong c¡c �ành lþ cõa Ritt nh÷ M.F.Coste-
Roy [14], F.Dorey v  G. Whaples [15], H.T.Engstrom [16], H.Levi [37],....
Ch¯ng h¤n, n«m 1941 Engstrom [16] v  n«m 1942 Levi [37] �¢ chùng tä
r¬ng �ành lþ B v¨n cán �óng tr¶n mët tr÷íng b§t ký �°c sè khæng.

Tr¶n ph÷ìng di»n gi£i t½ch, ta th§y r¬ng �ành lþ thù hai cõa Ritt mæ
t£ c¡c nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh ϕ(α) = ψ(β), ð �â ϕ, α, ψ, β l  c¡c �a
thùc v  bªc cõa c¡c �a thùc l  nguy¶n tè còng nhau. Rã r ng ph÷ìng
tr¼nh �a thùc �÷ñc Ritt nghi¶n cùu l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh
h m P (f) = Q(g), ð �â P,Q l  c¡c �a thùc v  f, g l  c¡c h m ph¥n h¼nh.
Ph÷ìng tr¼nh h m P (f) = Q(g) �¢ �÷ñc nghi¶n cùu bði nhi·u t¡c gi£
nh÷ T¤ Thà Ho i An-Nguy¹n Thà Ngåc Di»p [4], H.Fujimoto [20], H  Huy
Kho¡i-C.C.Yang [34], F.Pakovich [44], C.C.Yang-X.H.Hua [51], ...

�º þ r¬ng, ph÷ìng tr¼nh h m li¶n quan mªt thi¸t �¸n v§n �· x¡c �ành
duy nh§t �èi vîi h m ph¥n h¼nh-mët ùng döng cõa lþ thuy¸t ph¥n bè
gi¡ trà. V§n �· x¡c �ành duy nh§t �¢ �÷ñc nghi¶n cùu l¦n �¦u ti¶n bði
R.Nevanlinna. N«m 1926, R.Nevanlinna �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng: Vîi
hai h m ph¥n h¼nh f v  g tr¶n m°t ph¯ng phùc C, n¸u chóng câ chung
nhau £nh ng÷ñc (khæng t½nh bëi) cõa 5 �iºm ph¥n bi»t th¼ f = g (�ành
lþ 5 �iºm) v  n¸u chóng câ chung nhau £nh ng÷ñc (câ t½nh bëi) cõa 4

�iºm ph¥n bi»t th¼ g =
af + b

cf + d
(a, b, c, d l  c¡c sè phùc n o �â sao cho

ad− bc 6= 0)(�ành lþ 4 �iºm). Khði nguçn tø �ành lþ 5 �iºm v  �ành lþ 4
�iºm, v§n �· duy nh§t �¢ �÷ñc nghi¶n cùu li¶n töc vîi hai h÷îng nghi¶n
cùu chõ y¸u v  �¢ câ r§t nhi·u k¸t qu£ s¥u sc cõa G.Dethloff, �é �ùc
Th¡i, M. Shirosaki, H.X.Yi, P.C.Hu-C.C.Yang, H  Huy Kho¡i, H  Huy
Kho¡i-Vô Ho i An, H  Huy Kho¡i-Vô Ho i An-L¶ Quang Ninh, T¤ Thà
Ho i An, T¤ Thà Ho i An-H  Tr¦n Ph÷ìng, L.Lahiri, Tr¦n V«n T§n, S¾
�ùc Quang, A.Escassut, H.Fujimoto,...

Ti¸p theo, sü nghi¶n cùu �÷ñc mð rëng sang mët nh¡nh cõa lþ thuy¸t
x¡c �ành duy nh§t �â l  xem x²t tªp x¡c �ành duy nh§t cõa c¡c �a thùc vi
ph¥n. V  ng÷íi �¦u ti¶n khði x÷îng cho h÷îng nghi¶n cùu n y l  Hayman.
N«m 1967, Hayman �¢ chùng minh mët k¸t qu£ nêi ti¸ng r¬ng mët h m
ph¥n h¼nh f tr¶n tr÷íng sè phùc C khæng nhªn gi¡ trà 0 v  �¤o h m bªc k
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cõa f , vîi k l  sè nguy¶n d÷ìng, khæng nhªn gi¡ trà 1 th¼ f l  h m h¬ng.
Hayman công �÷a ra gi£ thuy¸t sau.

Gi£ thuy¸t Hayman. [22] N¸u mët h m nguy¶n f thäa m¢n �i·u
ki»n fn(z)f ′(z) 6= 1 vîi n l  sè nguy¶n d÷ìng v  vîi måi z ∈ C th¼ f l 
h m h¬ng.

Gi£ thuy¸t n y �¢ �÷ñc ch½nh Hayman kiºm tra vîi n > 1 v  �÷ñc
Clunie kiºm tra vîi n ≥ 1. C¡c k¸t qu£ n y v  c¡c v§n �· li¶n quan �¢
h¼nh th nh mët h÷îng nghi¶n cùu �÷ñc gåi l  sü lüa chån cõa Hayman.
Cæng tr¼nh quan trång thóc �©y h÷îng nghi¶n cùu n y thuëc v· Yang-Hua
[51], hai æng �¢ nghi¶n cùu v§n �· duy nh§t �èi vîi h m ph¥n h¼nh v 
�ìn thùc vi ph¥n cõa nâ câ d¤ng fnf ′. Hai æng �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng,
vîi f v  g l  hai h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng, n l  sè nguy¶n, n ≥ 11 n¸u
fnf ′ v  gng′ còng nhªn gi¡ trà phùc a t½nh c£ bëi th¼ ho°c f, g sai kh¡c
nhau mët c«n bªc n + 1 cõa �ìn và, ho°c f, g �÷ñc t½nh theo c¡c cæng
thùc cõa h m mô vîi c¡c h» sè thäa m¢n mët �i·u ki»n n o �â. Tø �â,
c¡c k¸t qu£ ti¸p theo �¢ nhªn �÷ñc düa tr¶n xem x²t c¡c �a thùc vi ph¥n
d¤ng (fn)(k), [fn(f − 1)](k) (Bhoosnurmath - Dyavanal [11], Fang [19]) v 
câ d¤ng [fn(afm + b)](k), [fn(f − 1)m](k) (xem Zhang v  Lin [53]), v  câ
d¤ng (f)(

′)P
′
(f) (xem K. Boussaf- A. Escassut- J. Ojeda[12]).

N«m 1997, thay v¼ nghi¶n cùu c¡c �¤o h m bªc n, I. Lahiri [35] �¢
nghi¶n cùu c¡c tr÷íng hñp têng qu¡t hìn cõa c¡c �a thùc vi ph¥n khæng
tuy¸n t½nh cõa c¡c h m ph¥n h¼nh nhªn gi¡ trà 1 t½nh c£ bëi. Theo h÷îng
nghi¶n cùu n y, n«m 2002 C. Y. Fang v  M. L. Fang [18] �¢ chùng minh
r¬ng, n¸u n ≥ 13, v  �èi vîi hai h m ph¥n h¼nh kh¡c h¬ng f v  g, m 
f (n)(f − 1)2f ′ v  g(n)(g − 1)2g′ nhªn gi¡ trà 1 t½nh c£ bëi, th¼ f = g. V o
cuèi nhúng n«m cõa thªp k� n y, v§n �· nhªn gi¡ trà công �÷ñc xem x²t
�èi vîi �a thùc sai ph¥n cõa c¡c h m nguy¶n v  c¡c h m ph¥n h¼nh. Laine
v  Yang [36] �¢ nghi¶n cùu v§n �· ph¥n bè gi¡ trà cõa t½ch sai ph¥n �èi vîi
c¡c h m nguy¶n. X. C.-Qi, L.-Z. Yang v  K. Liu [45] xem x²t c¡c t½ch sai
ph¥n v  vi ph¥n câ d¤ng f(z)(n)f(z+ c), v  �¢ ch¿ ra �i·u ki»n �º f = tg,
vîi f v  g l  hai h m nguy¶n si¶u vi»t câ bªc húu h¤n.

N«m 2008, xu§t ph¡t tø �ành lþ thù hai cõa Ritt, F.Packovich [43] câ

þ t÷ðng x²t £nh ng÷ñc cõa hai tªp compact �èi vîi hai �a thùc. Æng �¢
t¼m �÷ñc �i·u ki»n cho hai �a thùc f1, f2 v  hai tªp compact K1, K2 thäa
m¢n f−11 (K1) = f−12 (K2). Tø �ành lþ thù hai cõa Ritt v  k¸t qu£ cõa
F.Pakovich nâi tr¶n chóng tæi câ nhªn x²t.

Nhªn x²t. �ành lþ thù hai cõa Ritt câ thº �÷ñc xem l  k¸t qu£ �¦u
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ti¶n v· v§n �· x¡c �ành h m tø ph÷ìng tr¼nh h m P (f) = Q(g), tø �â
sinh ra c¡c k¸t qu£ cho V§n �· x¡c �ành �a thùc thæng qua �i·u ki»n £nh
ng÷ñc cõa tªp hñp �iºm.

Tø nhªn x²t n y v  c¡c k¸t qu£ v· ph÷ìng tr¼nh h m (xem [4], [34],
[44]) n¶u tr¶n, v§n �· nghi¶n cùu �÷ñc �°t ra tü nhi¶n nh÷ sau.
V§n �· 1. Xem x²t sü t÷ìng tü hai �ành lþ Ritt �èi vîi h m ph¥n h¼nh
v  �a thùc vi ph¥n.
V§n �· 2. Xem x²t v§n �· x¡c �ành h m, v§n �· duy nh§t �èi vîi h m
ph¥n h¼nh v  �a thùc vi ph¥n d÷îi gâc �ë �ành lþ thù hai cõa Ritt.
V§n �· 3. Xem x²t v§n �· x¡c �ành h m, v§n �· duy nh§t �èi vîi t½ch
q-sai ph¥n, �a thùc vi ph¥n cõa h m ph¥n h¼nh d÷îi gâc �ë �ành lþ thù
hai cõa Ritt.

Tø �â, chóng tæi chån �· t i: "Mët sè d¤ng cõa �ành lþ Ritt v  ùng
döng v o v§n �· duy nh§t" �º gi£i quy¸t c¡c v§n �· nghi¶n cùu tr¶n �¥y,
�çng thíi gâp ph¦n l m phong phó th¶m c¡c k¸t qu£ v  ùng döng cõa Lþ
thuy¸t Nevanlinna.

2. Möc ti¶u cõa luªn ¡n

2.1. Thi¸t lªp mët sè �ành lþ t÷ìng tü hai �ành lþ cõa Ritt �èi vîi h m
ph¥n h¼nh v  �a thùc vi ph¥n, �a thùc sai ph¥n, �a thùc q-sai ph¥n trong
tr÷íng hñp phùc v  p-adic.

2.2. Ti¸p cªn V§n �· x¡c �ành h m, V§n �· duy nh§t �èi vîi h m ph¥n
h¼nh, �a thùc vi ph¥n, �a thùc sai ph¥n, �a thùc q-sai ph¥n trong tr÷íng
hñp phùc v  p-adic d÷îi gâc �ë cõa hai �ành lþ Ritt.

3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

V§n �· x¡c �ành h m ph¥n h¼nh v  �a thùc vi ph¥n, �a thùc sai ph¥n,
�a thùc q-sai ph¥n trong tr÷íng hñp phùc v  p-adic d÷îi gâc �ë cõa hai
�ành lþ Ritt.

V§n �· duy nh§t cõa h m ph¥n h¼nh v  �a thùc vi ph¥n, �a thùc sai
ph¥n, �a thùc q-sai ph¥n trong tr÷íng hñp phùc v  p-adic d÷îi gâc �ë cõa
hai �ành lþ Ritt.

4. Ph÷ìng ph¡p v  cæng cö nghi¶n cùu

Sû döng hai �ành lþ ch½nh v  c¡c t÷ìng tü cõa chóng còng vîi c¡c kiºu
Bê �· Borel cõa Lþ thuy¸t ph¥n bè gi¡ trà �º gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh h m.
C¡c ph÷ìng tr¼nh h m n y t÷ìng tü nh÷ ph÷ìng tr¼nh h m trong �ành lþ


